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1 Punkty osobliwe, bieguny

Zadanie 1. Sklasyfikowaé izolowane punkty osobliwe w C funkcji
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Zadanie 2. (S:Ohl) Funkcja f : C — C jest meromorficzna w calej sferze Riemanna

C = CU {00} i spetnia nastepujace warunki:
1. fe H(C\{1,2}) i f ma biegun rzedu 1 w punkcie 1, a rzedu 2 w punkcie 2;
2. resi(f) = 11iresy(f) = 2;
3. f(0)=-11f(3)=1/2.

Znalezé postaé ogdlna funkcji f i zbadaé¢, czy f moze dodatkowo by¢ ograniczona w

otoczeniu punktu oo, a jesli tak, to jaka wtedy ma postac.

Zadanie 3. Znajdz punkty osobliwe funkcji
ei/z<€iz _ Z)
ctg(2)

f(z) =

1



w C i dla kazdego z nich okresl jego charakter. Dla kazdego bieguna okresl jego krotnosé.

Zadanie 4. Niech C oznacza sfere Riemanna. Zalozmy, ze f € M (@) oraz spelnia
nastepujace warunki:

o fc H(C\{1,2}) oraz f ma biegun rzedu 1 w zg = 1 oraz biegun rzedu 2 w punkcie
20 — 2,

o res(f) =1, reso(f) = 2,
o f(0)=-1, f(3) =1/2.
1. Znajdz ogoblna posta¢ funkcji f.

2. Czy f moze by¢ ograniczona w otoczeniu punktu oo? Jesli tak, jakag ma wtedy
postac?

Zadanie 5. Niech U ={z€ C:0< |z <2}\{t:n=1,2,...} iniech f: U = C
bedzie funkcja holomorficzng majaca w kazdym punkcie % biegun lub osobliwos¢ istotna.
Wykazac, ze dla kazdego ¢ € C istnieje ciag z, € U taki, ze z, — 0 oraz f(z,) — c.

Wskazdwka: Dla ¢ € C\ f(U) rozpatrzy¢ funkcje f(z;)fc

Zadanie 6.

1. Wyznaczy¢ residua funkcji
2

f(Z):m

w izolowanych punktach osobliwych.

2. Korzystajac z metody residuéw wyznaczy¢ catke:

o) xQ
——dx.
/0 (x24+4)3 .

Zadanie 7. (S:E2023Z, Ohl) Zalozmy, ze funkcja F'(z) jest funkcja meromorficzng na
C, ktoéra ma pojedyncze bieguny w punktach z € Z~, oraz spelnia:

e F(z+1)=2-F(z) dla z € C\ Z<o,
e F(1)=1.

Wyznacz resy(f) dla k € Z<o.

Zadanie 8. (S:Oh2) Niech U = {z € C: 0 < |2| < 1} i niech f : U — C bedzie

roznowarto$ciowa funkcja holomorficzng.
1. Wykaza¢, ze jesli f ma w zerze osobliwo$¢ pozorna, to lim,—sq f(2) ¢ f(U).

2. Wykazaé, ze jesli f nie ma w zerze osobliwos$ci pozornej, to ma w zerze biegun
prosty.



Wskazowka: Skorzysta¢ z faktu, ze kazda funkcja holomorficzna przeksztalca otwarty
zbiér spéjny na zbiér otwarty lub w punkt. Dodatkowo, w punkcie 2., mozna rozpatrzyé
funkcje %

Zadanie 9.

1. Wyznaczy¢ izolowane punkty osobliwe funkcji

z - exp(1/2?)

fle) = =S

i wyznaczy¢ ich typ.

2. Dla kazdego r > 1 wyznaczy¢ catke

/ f(2)dz,
C(0,r)

gdzie C'(0, ) jest dodatnio zorientowanym okregiem o srodku w punkcie 0 i promieniu
T.

Zadanie 10. (S:E2021) Niech f : D(0,1) \ {0} — C bedzie funkcja holomorficzna,
spelniajaca nastepujace oszacowanie: istnieje stala C' > 0 taka, ze dla kazdego z €

D(0,1) \ {0} zachodzi
7)< o

1. Czy f moze mie¢ biegun w punkcie 07
2. Czy f moze mie¢ istotng osobliwos¢ w punkcie 07

Zadanie 11. Niech f : D(0,1) \ {0} bedzie funkcja holomorficzna taka, ze dla pewnej
stalej C' > 0 i dla kazdego z € D (0,1) \ {0} zachodzi oszacowanie:

F()<C n (i)

|z

Wykazaé, ze f ma w punkcie 0 pozorna osobliwos¢.

Zadanie 12. (S:Ohl) Rozwazmy funkcje

22(e* —e7?)

z —sin(z)

f(z) = 9(2) z # 0.

9(2) = 3

1. Uzasadnij, ze funkcje g mozna przedtuzyé do funkceji holomorficznej g w otoczeniu
zera.

2. Niech g(z) = Y ", c,2" bedzie rozwinieciem funkcji § w szereg potegowy w otoczeniu
z = 0. Wyznacz wspotezynniki ¢, ¢1, ¢, c3.
Wskazowka: Wygodniej bedzie uzyé rozwinie¢ Taylora.

3. Wyznacz cze$¢ gtowna funkeji f wokot zera, rodzaj osobliwosci w zerze oraz residuum
W zerze.



2 Przeksztalcenia, homografie

Zadanie 13. Niech U = {z € C : |z — 1] > 1,Im(z) > 0}. Poda¢, z krotkim
uzasadnieniem, przeksztatcenie konforemne

1. obszaru U na pas {z € C: 0 < Im(z) < 1},
2. obszaru UN{z € C: Re(z) > 0, Im(z) > 1} napotkole {z € C: |z| < 1, Im(2) > 0}.

Zadanie 14. Przypusémy, ze funkcja f : C — C jest holomorficzna i przeksztalca pewien
okrag w okrag. Wykazaé, ze istnieja a € R, a > 0; b, c € C; n € N takie, ze

f(z) =a(z+b)" +c.

Wskazowka: Mozna sprowadzié¢ do przypadku, gdy f przeksztatca okrag jednostkowy na
okrag jednostkowy. Moze sie przyda¢ zasada symetrii Schwarza.

Zadanie 15. (S:E2023Z)

1. Pokaz, ze homografia postaci
z+0b
h(z) =
() z+d
przeksztalca dysk jednostkowy na obszar H- = {z € C : Re(z) < 0} wtedy i tylko
wtedy, gdy b = —d oraz |b| = 1.

2. Dla dowolnie wybranych punktow p € D(0,1), g € D(0,1) \ {0}, pokaz, ze istnieje
holomorficzna suriekcja f : D(0,1) — D(0,1) \ {0} taka, ze f(p) = q.

Zadanie 16. Oznaczmy Q = D(0,1) \ D(1,v/2).
1. Wyznacz obraz obszaru () przez homografie h(z) = z—J“z
2. Zmajdz odwzorowanie biholomorficzne przeprowadzajace 2 na D(0, 1).
Zadanie 17. (S:E2023) Oznaczmy Hy = {z € C: Im(z) > 0} oraz 2 = H, U D(0,1).

z—1
z+1°

1. Wyznacz obraz obszaru () przez homografie h(z) =
2. Zmajdz odwzorowanie biholomorficzne przeprowadzajace 2 na D(0, 1).
Zadanie 18.
1. Wykazaé, ze homografia h(z) = ;—I_z przeksztalca gorna potplaszezyzne
H={zeC: Im(z) >0}

na koto jednostkowe D(0,1) = {z € C : |z] < 1}. Wyznaczy¢ przeksztalcenie
odwrotne.

2. Niech f:H — D(0,1) bedzie przeksztatceniem holomorficznym takim, ze f(i) = 0.
Wykazaé, ze dla kazdego z € H zachodzi nieréwnosé:

11—z

1) < [




Zadanie 19. Podac¢ przyktad holomorficznej bijekcji, ktora przeprowadza obszar

{z € C: Re(z) < 2} na kolo {z € C : |z] < 1}. Przeksztalcenie to nalezy zadac
bezposrednim wzorem lub jako ztozenie kilku przeksztatcen, z ktorych kazde jest zadane
wzorem.

Zadanie 20.

1. Zbadaj, czy istnieje izomorfizm konforemny obszaru D = {z € C : |z| < 1,z # 0}
na obszar F'= {z € C: |Re(z)| < 2, [Im(2)| < 2, z # 1 +i}.

2. Zmajdz izomorfizm konforemny obszaru F' = {z € C: 0 < Re(z) < 1, Im(z) > 0}
na obszar E = {z € C: |z| < 1, Re(z) > 0, Im(2) > 0}.

Zadanie 21. Niech K bedzie wnetrzem kwadratu o wierzchotkach +2 4 2i. Wykazac, ze
istnieje przeksztalcenie konforemne (czyli holomorficzna bijekcja) f zbioru K na zbior K
speliajace f(0) = 1. Czy takie przeksztalcenie jest tylko jedno?

Zadanie 22. Niech K bedzie wnetrzem trojkata
{z € C: Im(z) > 0, Re(z) > 0, Im(2) + Re(z) < 3}.

Wykazaé, ze istnieje przeksztalcenie konforemne (czyli holomorficzna bijekcja) f zbioru
K na zbior K spelniajace f(1+1i) = % + 1. Czy takie przeksztalcenie jest tylko jedno?

Zadanie 23. Poda¢ przyktad przeksztalcenia konforemnego, ktore przeprowadza koto
|z] < 1 z usunietym promieniem (—1, 0] na koto |z| < 1. Przeksztalcenie to nalezy zadac
bezposrednim wzorem lub jako ztozenie kilku przeksztalcen, z ktorych kazde jest zadane
WZOrem.

Zadanie 24. Niech IT = {z € C: Im(z) > 0} oznacza gorna polptaszczyzne plaszezyzny
zespolonej.

1. Udowodni¢, ze jesli h jest homografia, speliajaca warunek h(IT) = II, to

az+b
cz+d

h(z) =

dla z € C, gdzie a,b,c,d € R i ad — bc > 0.

2. Udowodni¢, ze teza pozostanie stuszna, jesli A : II — II jest przeksztatceniem
biholomorficznym.

Zadanie 25.

1. Przeprowadzi¢ biholomorficznie obszar {z € C : Im(z) < 1, |z| > 1} na dysk
{z € C: |z| < 1} tak, by obrazem —2i bylo zero.

2. Obliczy¢ fo% mdt oraz [, 23sin (272)dz (okrag |z| = 1 jest dodatnio zorientowany).

Zadanie 26. Niech

X ={2€ C:Re(z) - Im(z) =0} U{oo}.



Znajdz wszystkie homografie h takie, ze h(X) = X.

Zadanie 27. Podac przyktad holomorficznej bijekcji, ktora przeprowadza potkole
{zeC:|z] <1,Im(z) > 0}

na obszar

{z € C:|Arg(z)| < 7/3}.

Przeksztatcenie to nalezy zada¢ bezposrednim wzorem lub jako ztozenie kilku przeksztalcen,
z ktorych kazde jest zadane wzorem.

Zadanie 28. Niech f : D(0,1) — C bedzie holomorficzna i taka, ze Re(f(z)) > 0 dla
kazdego z € D(0,1) i f(0) = 1. Udowodnij, ze

1. Re(f(2)) > 0dla z € D(0,1),
2. [f(2)]

3. 1f(2) = 172

1+[2]?

2

IN
— =
+

b

Wskazowka do czeSci zadania: znalezé odpowiednig homografie h, ktora przeksztatca
polplaszezyzne {z € C: Re(z) > 0} na dysk D(0,1) i rozwazy¢ ztozenie ho f.

Zadanie 29.

1. Niech U bedzie obszarem zawartym miedzy okregami {z € C : |z — 2| = 1} oraz
{z € C:|z—(1+1i)| =1} i zawierajacym punkt 1(3 4 ¢). Poda¢ przeksztalcenie
konforemne U na poiplaszezyzne {z € C : Re(z) > 0}.

2. Niech f : D — W bedzie przeksztalceniem konforemnym kota D = {z € C :
|z| < 1} na otwarty zbior wypukly W C C, przy czym f(0) = 0. Wykazaé, ze dla
E ={z€C:|z| < 3} zbior f(E) jest wypukly.

Wskazowka: Dla a,b € E, |a] < |b], b # 0 oraz t € [0, 1], zastosowa¢ (z uzasadnieniem )
lemat Schwarza do funkcji g(z) = f~1((tf(%2) + (1 —t)f(2)) i rozpatrzyé g(b).

Zadanie 30.

1. Okresli¢ przeksztalcenie konforemne obszaru zawartego miedzy okregami {z € C :
|z — 2i| = 2} oraz {z € C : |z — 3i| = 1}, zawierajacego punkt i, na pas {z € C :
0 < Re(z) < 1}.

2. Niech D = {z € C : |z] < 1} i niech f : D — D bedzie funkcja holomorficzna
taka, ze dla pewnych a,b € D, a # b, f(a) = a, f(b) = b. Wykazaé, ze f(z) = z dla
z€D.

Wskazéwka: Dla g = ¢~ o f o ¢, gdzie ¢(z) = ==, rozpatrzy¢ g(0) oraz g(¢~1(D)).

l1-az’

Zadanie 31. Znalez¢ wszystkie homografie, ktore przeksztatcaja zbior {z € C : Re(z) >
0, Im(z) > 0} na siebie.



3 Pierwiastki wielomianoéw

Zadanie 32. Uzasadnij, ze wielomian P(z) = 2°+2%+423462?+32+8 ma dokladnie dwa
pierwiastki (uwzgledniajac ich krotnosci) w zbiorze Q = {z € C : Re(z) > 0, Im(z) > 0}.

Zadanie 33. Okresli¢, podajac krotkie uzasadnienie, liczbe pierwiastkéw, liczonych z
krotnoéciami, wielomianu 2° + 423 + 22 + 1w

1. pierscieniu {z € C: 1 < |z] < 3},
2. polptaszcezyznie {z € C: Re(z) > 0}.
Zadanie 34. Rozwazmy wielomian f(z) = 2° + 1222 + 14.

1. Ile pierwiastkow wielomianu f (uwzgledniajac krotnosci) lezy w dysku D(0, 1), a ile
w pierscieniu {z € C: 1 < |2| < 2}7

2. Ile pierwiastkow wielomianu f (uwzgledniajac krotnosci) ma dodatnia czesé rzeczywista?

Zadanie 35. (S:E2023Z, Ohl) Wyznaczy¢ liczbe pierwiastkéw wielomianu P(z) = 28 —
132° + 7 w:

1. pierscieniu 1 < |z| < 3,
2. polptaszczyznie Re(z) > 0.
Zadanie 36. (S:0hl) Niech P(z) = 25 — z + 16.
1. Pokaz, ze wszystkie zera wielomianu P leza w pierscieniu {z € C: 1 < |z] < 2}.
2. Ile zer ma wielomian P w pierwszej ¢wiartce plaszczyzny zespolonej?

Zadanie 37. Wspolczynniki wielomianéw P;, P, ... sa liczbami zespolonymi, nadto
dla kazdej liczby naturalnej n stopien wielomianu P, jest rowny n. Funkcja catkowita g
dana jest wzorem g(z) = €%* dla z € C. Zalézmy, ze funkcje wielomianowe P, (z) zbiegaja
niemal jednostajnie na C do g(z). Prosze udowodnié istnienie takiej liczby naturalnej IV,
ze dla kazdego n > N wielomian P, ma co najmniej jeden pierwiastek zespolony w dysku
D(0,n) ={z€ C: |z| <n}.

Zadanie 38. (S:E20247) Zbadac liczbe zer (uwzgledniajac krotnosci) wielomianu P(z) =
425 +62% + 1 w pierécieniu {z € C: 1 < |z] < 2}.

Zadanie 39. Niech P(z) = 2° + 152 + 1.

1. Wykazaé, ze wielomian P ma dokladnie 4 pierwiastki jednokrotne w pierscieniu
3
S <z <2
2

2. Wykazaé¢, ze wielomian P ma doktadnie jeden pierwiastek w obszarze {z € C :
Re(z) > 0, Im(z) > 0}.

Zadanie 40.

1. Wyznaczy¢ liczbe pierwiastkow wielomianu P(2) = 2"+6z%+1 w prawej polptaszczyznie,
czyli w zbiorze {z € C: Re(z) > 0}.



2. Wykazaé, ze rOwnanie
" — (42 +1)=0

ma dokladnie dwa pierwiastki w kole jednostkowym D(0,1) = {z € C: |z| < 1}.
Zadanie 41. (S:E2021) Niech P bedzie wielomianem P(z) = 2% + 427 — 22 + 82 + 1.
1. Wyznaczy¢ liczbe pierwiastkow wielomianu P w pierscieniu 1 < |z] < 10.
2. Ile pierwiastkow ma wielomian P w polptaszczyznie Re(z) > 07
3. Ile pierwiastkow ma wielomian P w pierwszej ¢wiartce (tzn. Re(z) > 0, Im(z) > 0)?
4. Wyznaczy¢ liczbe pierwiastkow wielomianu P w pierscieniu 1 < |z| < 2.

Zadanie 42. Prosze wyznaczy¢ wszystkie miejsca zerowe funkcji holomorficznej g : C —
C danej wzorem

g(z) =1+ Z (Z:)'

Prosze ustali¢, jakiej sa one krotnosci, a takze ile z nich nalezy do dysku D(0,1000).
Wskazowka: Moze przydac sie badanie wlasnosci funkcji h(z) = (e* + e7%) cos(z).

Zadanie 43. Niech f(z) = Z dla z € C.

1. Wykaz, ze dla kazdej liczby w € K(0,1) réwnanie f(z) = w ma dokladnie jedno
rozwiazanie.

2. Wykaz, ze funkcja f nie jest roznowartosciowa na kole K (0, e).

3. (dodatkowe pkt) Wykaz, ze f jest réznowartosciowa na kole jednostkowym.
Zadanie 44. (S:E2023) Niech P(z) = 2% + 427 — 22 + 82 + 1.

1. Wyznacz liczbe pierwiastkow wielomianu P w pierscieniu 1 < |z| < 3/2.

2. Pokaz, ze P ma 4 pierwiastki w polplaszczyznie Re(z) > 0, przy czym dwa w
pierwszej ¢wiartce.

Zadanie 45. Znajdz liczbe zer (liczonych z krotnodciami) wielomianu f(z) = 25+ 923 —
2

25—z =2
1. w kole K(0,2),
2. w prawym potkolu P = {z € C: |z| < 2, Re(z) > 0}.
Zadanie 46. Niech A € C, |\| < 1, n € N, n > 0. Wykaza¢, ze rownanie
(1—2)"e" = X1+ 2)"

ma dokladnie n rozwiazan (liczac z krotnosciami) w prawej potplaszczyznie.

Zadanie 47. Wyznaczy¢ liczbe pierwiastkow wielomianu p(z) = 2* + 23 + 1 lezacych w
prawej polptaszezyznie Re(z) > 0.

Zadanie 48. (S:Ohl)



1. Ile pierwiastkow wielomianu 224 4 422 + z + 1, z uwzglednieniem ich krotnosci, lezy
w dysku {z € C: |z]| < 1}, a ile w pierscieniu {z € C: 1 < |z]| < 1,1}7

2. Ile pierwiastkow wielomianu 2* + 23 + 422 + 2z + 3, z uwzglednieniem ich krotnodci,
lezy w pierwszej ¢wiartce plaszezyzny {z € C: Re(z) > 0, Im(z) > 0}7

Zadanie 49. Wyznaczy¢ liczbe pierwiastkéw rownania
2742224 3245=0
1. w prawej polplaszezyznie {z € C: Re(z) > 0},
2. w pierwszej ¢wiartce {z € C: Re(z) > 0, Im(z) > 0}.

Zadanie 50. (S:E2013, Ohl) Zbada¢ liczbe pierwiastkow wielomianu f(z) = 27—523+12
dla z € C:

1. w pierscieniu {z € C: 1 < |z| < 2},
2. w polplaszezyznie {z € C: Re(z) < 0}.
Zadanie 51. Wyznaczy¢ liczbe pierwiastkéw wielomianu
f(2) =254+ 2%+ 1022 + 102 + 8

w pierwszej ¢wiartce, czyli w zbiorze {z € C : Re(z) > 0, Im(z) > 0} oraz w drugiej
¢wiartce, czyli w zbiorze {z € C: Re(z) < 0, Im(z) > 0}.

Zadanie 52. Ile pierwiastkéw ma réwnanie
24824322482 4+3=0
w prawej potptaszczyznie?

Zadanie 53. Okresli¢ liczbe pierwiastkow, liczonych z krotnosciami, wielomianu 210 —

427 4 1:
1. w pierdcieniu {z € C: 1 < |z| < 2},
2. w polplaszezyznie {z € C: Re(z) > 0}.

Zadanie 54. Prosze udowodnié, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 1 wielomian

B = 2n o1 [2n 2n\ 4 2n 91
P"(Z)_;(%—Jz _(1)Z+<3>2 Tt lon—1)?

ma 2n — 1 parami réznych miejsc zerowych na plaszczyznie zespolonej. Niech
1
v — = 1 —2020
=L
2E€Zn,

gdzie Z, to zbior miejsc zerowych wielomianu P,. Prosze wyznaczy¢ wartos¢ granicy
lim,,— -, v, lub udowodni¢ jej nieistnienie.

Zadanie 55.



1. Okresli¢ liczbe pierwiastkow, liczonych z krotnosciami, wielomianu 27 + 52% — 1 w
polptaszezyznie {z € C : Re(z) > 0}.

2. Niech D = {z € C : |z] < 1} i niech f, : D — C bedzie ciagiem funkcji
holomorficznych, zbieznych niemal jednostajnie do funkcji f : D — C, ktora nie
jest stata. Wykazaé, ze jesli f(0) = 0, to istnieje n oraz z € D takie, ze f,(z) = 0.

Wskazowka: Wybraé¢ (uzasadniajac) koto D, = {z € C: |z| < r}, r < 1, takie, ze f nie
przyjmuje zera w zadnym punkcie 0D,..

Zadanie 56. Ile pierwiastkéw w pierwszej ¢wiartce ma wielomian
p(z) = 2° +22 + 17
Zadanie 57. Ile pierwiastkow o dodatniej czesci rzeczywistej ma wielomian
B2+ 2+ 172
Zadanie 58. Ile rozwiazan rownania
22" +102° + 1 = sin (2)
spehia |z| < 37
Zadanie 59. lle rozwigzan roéwnania
241227+ 1=¢*
spelnia |z| < 27
Zadanie 60. Prosze wyznaczy¢ liczbe elementow zbioru:
1. {z€eC: 2°+2+ 234+ 22+ 2+1=0, Re(z) > 0},
2. {z€C: 22 +32=1, |2] > 1}.

Zadanie 61. Wykaza¢, ze rownanie e — 4z + 1 = 0 ma w kole |z| < 1 doktadnie jedno
rozwigzanie. Wykazacé, ze to rozwiazanie jest liczba rzeczywista.

Zadanie 62. Ile zer ma wielomian z'7 + 2! — iz + 1 w pierwszej ¢wiartce?

Zadanie 63. Dla liczby rzeczywistej ¢ € [—20, 20] niech P.(z) = 2° + 20z + ¢. Prosze
wyznaczy¢ moc zbioru {z € C : P.(z) = 0, |Re(z)| < 1}. Odpowiedz oczywiscie musi
zaleze¢ od c.

4 Calki niewlasciwe

Zadanie 64. Wyznaczy¢ caltki:
1.

° xsin(x)
—=d
|, e
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0 .2 1
/ 1:4 + dr.,
0 xTr* + 1
/ cos(3x) iz,
oo (24224 2)2
/°° cos(z) dr.
o L+ + 22
/°° xsin (1z) iz,
o T2+ 2245

< cos(x)
dz.
/_Oo 1+ x4 o

4. (S:E2023)

5. (S:E20247)

6. (S:0Oh2)

Zadanie 65. Wyznaczy¢ catke:

Zadanie 66. Wyznaczy¢ calke:

/_oo (24 1) (22 +4) d.

Zadanie 67. Wyznaczy¢ catke:

/Ooo (foj (;;))2‘1”

/°° cos (3x) d
————dx
0 rr+222+1

Zadanie 69. (S:E2025P) To zadanie sktada sie z trzech podpunktow.

Zadanie 68. Obliczy¢ calke:

1. Prosze udowodnic¢ istnienie takiej funkcji catkowitej g, ze

2
Veec 22 - g(2) =€* — 1 —iz + %

2. Prosze obliczy¢
R

dim 7Rg(t)dt7

przy czym R przyjmuje tu jedynie wartosci dodatnie (a wiec rzeczywiste).
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3. Prosze obliczyé¢ wartosé caltki

*t —sin(t
/%Udt.
0 t
< cos (27)

/_OO :c2—|—1dx

[y,
o x*+1

Zadanie 72. Prosze obliczy¢ wartosé catki

Wynik nalezy przedstawi¢ w postaci ae’n¢, gdzie a, b, ¢ sa liczbami wymiernymi.

Zadanie 70. Obliczy¢ calke:

Zadanie 71. Obliczy¢ catke:

Zadanie 73. Obliczyé¢ nastepujace catki niewtasciwe:

1. - )
X
—d
/0 (22 +1)3 o
[,
0 T +].

© xsin(
— 7 dx
/ 14 31‘2 -I— 2

Zadanie 74. Wyznaczy¢ catke

Zadanie 75. Oblicz catke

=
T =245
Zadanie 76. Oblicz catke
/ * sin( _sin(z)
x.
493 + 5

Zadanie 77. (S:E20247) Znajdz maksymalny (w sensie inkluzji) obszar, na ktorym

calka
1 622t
= dt
o= 5=

definiuje funkcje holomorficzna.

Zadanie 78. (S:E2013, Ohl) Wyznaczy¢ wartos¢ ponizszych catek niewlasciwych, uzasadniajac

tez ich istnienie:
> cos (x
/ 5 ( )de.
o Ir°ta

1. Dlaa > 0:
0 2
/ * dx
Coo (@2 1)2 (22 + 22+ 2)

12



5 Calki po krzywych

Zadanie 79. Oblicz calki:
1.

| 575
i
o D+ 3cos(z)

z
dz,
/C’(Qi,5) e —1
/27r d@
o 24cos(6)’
/«27r dt
o (2+cos(t))?

2m cos(x) .
/0 3sin(x) — 5 cos(:v)d '

3. (S:E20237)

Zadanie 80. Prosze obliczy¢

/ez +ivesin(l/z)

2244

gdzie krzywa «y : [0,27] — C dana jest wzorem v(t) = sin(t) + i cos(t). Wynik koricowy
nalezy wyrazi¢ za pomoca liczb rzeczywistych, liczb e, i, m oraz dzialan elementarnych,
bez calek, szeregdéw itp.

Zadanie 81. Przyjmijmy R_ = {t € R:¢ <0} i niech Log : C\ R_ — C bedzie gal¢zia
gtowna logarytmu.

1. Znalez¢ czeSé rzeczywista 1 urojong funkcji f(z) = (z — 1) - Re(Log(2)) i wyjasni¢,
w jakich punktach funkcja f ma pochodna zespolong.

2. Sprawdzi¢, ze z - (Log(z) — 1) jest funkcja pierwotna dla Log(z) i znalez¢ calke
Ji_s 1y Log(2)dz.

3. Znalez¢ calke [, Log(z)dz.

Zadanie 82. Znalez¢ catki

gdzie
1. y(t) =7 +€, ¢t €0, 27,

2. v jest kawalkami liniowa parametryzacja tamanej zamknietej [wo, w;]| U [wq, wy] U
[wa, ws] U [ws, wyl, gdzie wy = —i, wy =i, wg =4, wg = —4 — 1.
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Zadanie 83. Znalez¢ catki

/ , ! dz,
o (2= 20)(1 — cos(z))
gdzie

L ~v(t)=1+2€" t €0, 27,

2. v jest kawaltkami liniowa parametryzacja tamanej zamknietej [wo, w1, ..., wr, wp] o
wierzchotkach wy = 1, wy = =2+ 31, wo =2+ 31, w3 = —2 — i, wy = 2 — 1, ws =
2—|—Z, We — —2+i, Wy = —i.

Zadanie 84.
1. Wyjasni¢, w jakich punktach funkcja f(z) = |e*| - cos(iz) ma pochodna zespolona.
2. Znalez¢ calke f[i%ln@)] cos(iz)dz.
3. Zmalezé calke f[ig,ln@)] cos(iz)dz.

Zadanie 85. Niech f: D — C, f =u+iv, u = Re(f(2)), v
holomorficzna w kole D = {z € C : |z| < 2} i niech Re((f(0))

/0 7 (u(e))2dt = /0 " (o)t

m(f(z)), bedzie funkcja
) = 0. Pokazac, ze

[\

Wskazowka: Rozpatrzyé wzor Cauchy’ego dla funkceji (f(2))2.

Zadanie 86.

1. Niech U C C bedzie zbiorem otwartym, niech zg € U. Zalézmy, ze g : U — C jest
funkcja holomorficzng taka, ze ¢'(z9) # 0. Wyjasni¢, ze istnieje o > 0 takie, ze

calka )
/ 9'(20) i
C(zo0,r) g(Z) - g(z(])

przyjmuje te sama warto$é¢ dla wszystkich r € (0,7r9). Wyznaczy¢ te wartosc.

2. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci catki

/C L T

sin(1/2)
G- i
zas C(a,r) jest dowolnym dodatnio zorientowanym okregiem nie zawierajacym
osobliwosci funkcji f.

gdzie
f(z) =

14



Zadanie 87. (S: E2021) Niech

(#* = 2)(z +3)°
(22 —4)%(2 — 20)°(z — 10)7

f'(2)
/0(0,5) f(2) o

f(z) =

Wyznaczy¢

Zadanie 88. (S:E2021) Niech

Wyznaczy¢ wszystkie wartosci catek

|t
C(a,r)

gdzie C'(a,r) jest dowolnym okregiem nie przecinajacym zbioru biegunéw funkcji f. Czy
f ma funkcje pierwotna w obszarze {z € C: |z| > 10}?

Zadanie 89. Dla R > 1 krzywa g : [0, 7] — C dana jest wzorem g (t) = Re". Prosze
obliczyé¢

. dz
lim —.
R—>00 YR zZ—€

Zadanie 90. Wyznaczy¢ calke:
/ (z—1)sin (1/2)dz.
c(0,1)

Zadanie 91. Wyznaczy¢ calke:

Jovo T
—dz
ca,2) 1 —cos(2z)

Zadanie 92. Wyznaczy¢ calke:

/0(0,2) (Cz)ls <—1 é? + (ioif))g) dz.

Zadanie 93. Obliczy¢ calke:

Zadanie 94. (S:Ohl) Policzy¢ calke:

fro?(2)
2 Sln —2 .
c(0,1) z

Zadanie 95. Prosze obliczy¢ f7 |z|?dz, gdzie krzywa v : [0,1] — C dana jest wzorem:
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LAy(t)=1—1t+ti,
2. y(t) = ei™/2,
Zadanie 96. Znalez¢ catke ‘ )
sin(z
fe

gdzie v jest kawatkami liniowa parametryzacja lamanej zamknietej [wo, wy, ws, ws, wp] o
wierzchotkach wy = 1+14, wy = 1—1, wy = —1+41, w3 = 2. Rozpatrzy¢ kolejno przypadki

20 = % oraz zg — —1.

Zadanie 97. Obliczy¢ catke:

1
/ 23 exp (—2) dz.
C(0,1) z

[

gdzie v jest kawaltkami liniowa parametryzacja tamanej zamknietej [wo, wq, we, ws, wo)

Zadanie 98. Znalez¢ catke

o wierzchotkach wg = —1 414, wy = =14 31, we =1 — 1, w3 = 1 41 oraz
1. 2o =—1+ 3,
2. 20 = 0

Zadanie 99. Znajdz wszystkie wartosci, ktére moze przyjac¢ catka

/ et
y (22 + 1)3 ’

jesli zaktadamy, ze v moze by¢ dowolna krzywa zamknieta kawatkami gtadka, ktora nie
przechodzi przez =i.

Zadanie 100. Znalez¢ calke

1
__- 4
/7,2(1 e

gdzie v jest kawatkami liniowa parametryzacja tamanej zamknietej [wo, wq, we, ws, wy, wp
o wierzchotkach wy = —i, wy = —1, wy =7+ 8i, w3 = —7 4+ 8i, wy = 1.

Zadanie 101. Znalez¢ catke

L
/ Qg(Z) n
4 (2 +20)(22 +4)
gdzie v jest kawaltkami liniowa parametryzacja tamanej zamknietej [wo, wy, we, ws, wo)
o wierzchotkach wg =4 — 3i, wy = —2 — 31, wy = 4+ 31, w3 = —2 + 3.

Zadanie 102. Znalez¢ catke:

2
L
/ 2 - Log(2) "
.

(z — 20)3
gdzie v jest kawaltkami liniowa parametryzacja tamanej zamknietej [wo, wq, ws, ws, wo)
o wierzchotkach wg = 2, wy = —2 + 44, wy = % + 41, w3 = % oraz
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Zadanie 103. (S:E2013, Ohl)

1. Niech f(2) = —32%sin(2) + ¢ — cos®(2?) i g(2) = z - Log(22 + 1) — 2%. Znalez¢

wspotezynniki co, . . ., ¢4 rozwini¢eia Maclaurina f(z) = > 7 ¢,2" oraz czesé gtowna
rozwiniecia Laurenta funkcji f/g wokot zera.

2. Obliczy¢ catke:
/ zsin (12%)dz.
[0,1+4]

3,.1/z
/ S
=2 1+ 2

Zadanie 104. (S:E2025) Okreslmy 7 : [0, 27] — C wzorem 7(t) = 2¢™. Prosze wyznaczy¢

wartosé calki
2025
S,
——dz.
A 52025 _ |

3. Obliczy¢ catke

6 Szeregi

Zadanie 105. Przedstawic¢ funkcje

f(z) =

(z+1)(z—1)2

w postaci sumy szeregu Laurenta w kazdym mozliwym pierscieniu o srodku w 0. Znalezé

resso(f)-

Zadanie 106. Udowodnij, ze dla a > 0 zachodzi nastepujaca réwnosé

i 1 1 (E _exp(ma) + exp(—ma) i)'

- a exp(ma) —exp(—ma) a?

n2+4+a2 2

n=1

Wskazowka: Mozna skorzystaé z twierdzenia o residuach.

Zadanie 107. Rozwin funkcje

z
w szereg Laurenta w tym pierScieniu o $rodku w 0, do ktérego nalezy punkt 1 + ¢
(podaj wzor na wspotezynnik przy 2" dla dowolnej liczby catkowitej n). Opisz pierscien
zbieznosci.

Zadanie 108. Niech f bedzie funkcja holomorficzng w otoczeniu zera, spetliajaca

rownos¢ f(z) = Y 2 cy,2". Wiedzac, ze f(%) = kfj-l dla wszystkich k£ € N, oblicz
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f™0)dlan=1,2,3,...

Zadanie 109. Wyznaczy¢ sume

Zadanie 110.

1. Wyznaczy¢ sume szeregu

1
Z n?—2i

n=—oo

2. Wykorzystujac uzyskany w punkcie 1. wynik, obliczy¢ sume

;n4+4’

Zadanie 111. Udowodnij, ze wzor In(cos(z)) definiuje funkcje analityczna f(z) w
otoczeniu 0 € C. Dla rozwiniecia funkcji f w szereg potegowy znajdz jego promien
zbieznosci.

Zadanie 112. (S:E2013) Obliczy¢

> (=17

n=2

uzywajac metod analizy zespolone;j.

Zadanie 113. (S:Ohl) Uzasadni¢ istnienie sumy

neZ\{0}

gdzie w € C\ Z i wyznaczy¢ ja metodami analizy zespolone;.

7 Galezie

Zadanie 114. (S:012) Wykazac¢, ze w obszarze U = C\ [0, 1] istnieje holomorficzna galaz
pierwiastka kwadratowego z funkcji z(z — 1), tzn. taka funkcja holomorficzna f : U — C,
ze (f(2))? = 2(z — 1) dla kazdego z € U. Wybra¢ jedna taka funkcje i policzy¢

/ f(z)dz.
C(0,4)

Zadanie 115. Rozwazmy funkcje holomorficzng f : Q — C dana wzorem f(z) = 1 — 2%
Czy istnieje holomorficzna gataz pierwiastka z f, jesli:
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1. Q={z€C: |z <1}?
2. Q={z€C:|z] > 1}7?
Zadanie 116.

1. Udowodni¢, ze dla dostatecznie duzych R istnieja w pierscieniu {z € C : |z| > R}
doktadnie dwie galezie pierwiastka kwadratowego z funkcji f(z) = 2% + 62z — 1.

2. Oznaczmy przez g te z powyzszych galezi, ktora w punkcie 2R przyjmuje wartoscé
rzeczywista dodatnia. Znalezé wspotezynniki ¢y, ¢1, c_; rozwiniecia g w szereg Laurenta
W wymienionym pierécieniu, oraz wyznaczy¢ catke

/|Z e

gdzie okrag |z| = 2R jest zorientowany dodatnio.
Zadanie 117.

1. Uzasadni¢, ze dla odpowiednio duzych R istnieje w obszarze Q@ = {|z| > R}
holomorficzna galaz pierwiastka kwadratowego z funkcji

f(z) = (z=1)(z-2),
to znaczy funkcja holomorficzna g : Q —  taka, ze g*(2) = f(2).

2. Wybraé jedna z tych galezi, wyznaczy¢ wspotczynnik c¢_; rozwiniecia funkcji g
w szereg Laurenta w tym obszarze, oraz wyznaczy¢ catke po dodatnio zorientowanym

okregu:
/ g(z)dz.
C(0,2R)

8 Robzne

Zadanie 118. Funkcja f : D(0,1) \ {0} — C spelnia réwnanie f(re'®) = re=* dla
wszystkich liczb rzeczywistych r € (0,1) oraz « € [0, 27). Prosze rozstrzygnaé, czy funkcja
f jest holomorficzna na zbiorze D(0,1) \ {0}.

Zadanie 119. (S:E2025P) Niech H, = {z € C: Im(z) > 0} i niech ¢ : H; — C bedzie
taka funkcja holomorficzng (na H ), ze p(u) = i oraz p(Hy) C H,, tzn. V.cn, ¢(2) €
H, . Prosze udowodni¢, ze |¢'(z)| < 2025.

Zadanie 120. (S:E2025P) NiechD = {z € C: |z| < 1}. Prosze rozstrzygnaé, czy istnieje
taka funkcja holomorficzna f : D — C, ze sup,(_y 1y|f(t)| < 555, ale sup,ep|f(2)] > 2025.

Odpowiedz nalezy Scisle uzasadnié.

Zadanie 121. Prosze wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste » > 1, dla ktorych istnieje
taka funkcja holomorficzna ¢, : D(0,7) — C\ {0}, ze

VZE(C:|Z\:1 |¢T’(Z)| = |2’Z + 1|
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Wskazowka: Na okregu jednostkowym zachodzi |2z + 1| = |z + 2|.

Zadanie 122. (S:E2025P) Niech D = {z € C: |z] < 1}. Zalézmy, ze funkcja f: C — C
jest catkowita, a ponadto lim, ., f™(0) = 0 oraz

i (sup |7(2) - 12 ) = 0.

n—oo z€D

przy czym f( oznacza tu n-ta pochodng (zespolona) funkcji f. Prosze udowodnié, ze
f(m) =0.

Zadanie 123. Przyjmijmy oznaczenia D = {z € C: |z| < 1}oraz D, = {z € C: |z| < r}
dla r € (0,1).

1. Niech f : D — C bedzie funkcja holomorficzna, f(0) # 0 i niech m > 1 bedzie
liczba naturalna. Pokazacd, ze jesli

f(z)
|Cl’ > Sup‘z|:7‘ m |
z
to rownanie % = a ma w kole D, m pierwiastkéw, przy czym dla dostatecznie
malych r - wszystkie jednokrotne.
Wskazowka: Zastosowaé zasade argumentu do funkcji % —a i petli y(t) = re®,

t €10, 27].

2. Niech g : D\ {0} — C bedzie funkcja holomorficzna, majaca w zerze biegun rzedu
m. Pokazaé, ze m = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje r > 0 takie, ze g przeksztalca
konforemnie D, \ {0} na g (D, \ {0}).

Zadanie 124. Niech f : U — C bedzie funkcja holomorficzng w otwartym zbiorze
spojnym U zawierajacym D = {z € C : |z| < 1}. Pokazaé¢, ze jesli f nie jest funkcja
stala, to istnieje zp € 0D takie, ze Re(f(2)) < Re(f(20)) dla z € D\ 0D i wykazac, ze
dla takiego punktu 2y zachodzi Im(zo - f'(z0)) = 0.

Zadanie 125. (S:E2025) Niech V' = {z € C : |2| > 1}. Prosze wyznaczy¢ zbior
wszystkich liczb zespolonych w o tej wlasnosci, ze funkcja ¢, : V- — C okreslona wzorem
0(z) = (1+2)7'-e“" + (1 — 2z)~! ma na zbiorze V funkcje pierwotna.

Zadanie 126. Niech U = C\ D(0,2) = {z € C: |z| > 2}. Prosze rozstrzygnac, czy
funkcja f : U — C dana wzorem f(z) = (2 — (1 + i)z + i)' ma na zbiorze U funkcje
pierwotna.

Zadanie 127. Niech D = {z € C : |z|] < 1} i niech f : D — C bedzie funkcja
holomorficzna taka, ze |f(2)| < G, 7

x

Wskazowka: Dla ustalonego z € D rozpatrzy¢ koto o srodku w z i promieniu (1 —z]).

Zadanie 128. Niech U = {z € C : |Re(2)| < 2}, G = {z € C : Re(z) € [0,1]},
= {2z € G : Re(z) € {0,1}} i niech f : U — C bedzie funkcja holomorficzna,

ograniczona na G.
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1. Pokazac, ze jesli |f(z)] < 1 dla z € 0G, to takze |f(z)] < 1dlaz € G.

Wskazowka: Niech sup,.|f(2)| = c. Dla kazdego r > 0 rozpatrzy¢ funkcje

f(z)
+r
prostokacie {z € G : |Im(z)| < £}.

147z

na

2. Niech suppe(,)—o|f(2)| = 1 oraz supge(,)—1|f(2)| = 2. Pokaza¢, ze SUDRe(z)—1 1f(2) <

V2.

Wskazowka: Rozpatrzy¢ funkcje f(z)-exp(—zIn(2)) i skorzystaé z pierwszego podpunktu.
Zadanie 129. Niech f bedzie holomorficzna w kole K(0,R) = {z € C : |z| < R}.
Przypusémy, ze M = sup,creo.p)|f(2)] <001 f(0) = 1. Wykazac, ze | f(z) — 1| < 22|,

Zadanie 130. (S:E2023Z) Zalozmy, ze f jest holomorficzna na D(0,1) oraz spelnia
f(0) =01iRe(f(z)) < 1. Pokaz, ze spelione sa nastepujace nieré6wnosci:

1f(2)] < 1f(0)] < 2.

Zadanie 131. (S:E2023Z, Ohl) Niech ) C C oznacza domkniety czworokat (razem z

wnetrzem) o wierzchotkach +1, (14:41/3)/2 oraz niech Q = C\ Q. Rozwazmy nastepujaca
funkcje na obszarze (2:
z—1

& =ar

1. Niech v bedzie okregiem o srodku 0 i promieniu 2 ze standardowa orientacja.

Wyznacz wartosé catki
!/
/ '),
, f(2)

2. Czy na zbiorze () istnieje holomorficzna gataz funkcji log(f(2))? Innymi stowy, czy
na §) istnieje funkcja holomorficzna g taka, ze exp(g(z)) = f(2)?

Zadanie 132. (S:E20247Z) Rozwazmy funkcje

f(Z)zexp<10+Z2)_((2+1)(z—3)

100 — 22 z—20)(z+41)
1. Znajdz wszystkie punkty osobliwe funkcji f i okresl ich typ.

2. Niech Q = {z € C: 2 < |z| < 4} oraz rozwazmy droge zamknieta ~ : [0,1] — Q,
dang wzorem 7(t) = £ exp (47it). Wyznacz wartos¢ catki

[ 5

3. Czy na obszarze (2 istnieje holomorficzna galtaz funkcji log(f(2))?

Zadanie 133. (S:E2023) Dla R > 0 niech Qr = {z € C : |z|] > R}. Rozwazmy funkcje
holomorficzna f(z) = 22 4+ 62 + 1.
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1. Pokaz, ze istnieje Ry > 0 takie, ze na obszarze {2p, istnieja dokladnie dwie gatezie
pierwiastka kwadratowego z funkcji f.

Uwaga: Galezia pierwiastka kwadratowego z funkcji f na Qg nazywamy funkcje
ciagla g okreglong na Qp, ktora spetia (g(2))% = f(2).

2. Niech ¢ oznacza galaz pierwiastka kwadratowego z f okre$lona na Qp,, ktora
przyjmuje wartos¢ rzeczywista dodatniag w punkcie z = 2R,. Pokaz, ze funkcja
h(z) = % ma usuwalna osobliwo$¢ w nieskonczonosci.

3. Niech g bedzie taka jak w poprzednim punkcie. Zal6zmy, ze

[e.9]

g(z) = Z anz"

n=—oo

jest rozwinieciem funkcji ¢ w szereg Laurenta na Qg,. Wyznacz wspolczynniki
g, @1, G_1.

4. Wyznacz wartos¢ calki [ D(0.2Ro) g(z)dz (okrag jest zorientowany dodatnio).
Zadanie 134. Rozwazmy szereg:

o=

n! n+z
n=0

1. Dla kazdego N € Z, rozwazmy "ogon" powyzszego szeregu

fn(z) = Z (_1,)

n.
n=N

" 1

n+4z

Uzasadnij, ze szereg fy(z) definiuje funkcje holomorficzna na obszarze Qy = {z €
C:Re(z) > —=N}.

2. Uzasadnij, ze szereg f definiuje funkcje meromorficzng na C i wyznacz jej bieguny.

3. Rozwazmy funkcje meromorficzng g(z) = f"(z) — f'(2) + 2f(z). Dla k € Z,
definiujemy cigg liczb zespolonych

ap = / g(z)dz,
5(0, k+1/2)

gdzie S(0, k + 1/2) jest dodatnio zorientowanym okregiem o srodku 0 i promieniu
k + 1/2. Wyznacz granice limg—s o ay.

Zadanie 135. (S:E2023) Zalozmy, ze f: D(0,1) — D(0, 1) jest holomorficzna.
1. Pokaz, ze dla dowolnych 21, zo € D(0, 1) zachodzi

f(z1) — f(22)

1 — f(21) f(22)

Wskazowka: Dla ustalonego 2, zl6z f z odpowiednia homografia i skorzystaj z
lematu Schwarza.

21 — 22

1 —Z_lZQ
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2. Pokaz, ze dla dowolnego z € D(0, 1) zachodzi nier6wnosé

()] |
=1/ = 1- [P

Zadanie 136. (S:E2023)

1. Niech ©2 C C bedzie obszarem, ktory zawiera jednostkowy dysk domkniety D(0, 1).
Zatozmy, ze f € H(Q). Pokaz, ze istnieje stala c taka, ze dla dowolnego |\ < ¢,
roOwnanie

2= [f(2)
ma dokladnie jedno rozwiazanie zy(A) na dysku D(0,1).

2. Pokaz, ze dla |\ < ¢, gdzie ¢ jest taka jak w poprzednim punkcie, zachodzi

nastepujaca rownosé
Ao\
A =30 [(3—) gn<z>] -

n=1 ’

gdzie g,(2) = f(2)" - (1 = Af'(2)).
Wskazowka: Policz na dwa sposoby calke faD(o By %dz, gdzie F'(z) = z— Af(2).

Zadanie 137.

1. Niech f : D(0,1) — C bedzie niestala funkcja holomorficzna taka, ze |f(z)] < 1
dla kazdego z € D(0,1). Uzasadni¢, ze wowczas dla kazdego z € D(0,1) zachodzi

[f(2)] < 1.

2. Niech f bedzie funkcja okreslona w pewnym zbiorze otwartym U zawierajacym
domkniete koto jednostkowe D(0, 1) i taka, ze f(D(0,1)) C D(0,1). Zalé6zmy dodatkowo,
ze dla pewnych a,b € D(0,1), a # b zachodzi

Wykazacé, ze dla kazdego z € D(0, 1) zachodzi nieréwnos¢:

zZ—a z—0b
< . — .
A< Tzl T
Wskazowka: Warto wyznaczy¢ ‘12—_5(1z| i f_—_gl;‘ dla a,b € D(0,1) i dowolnego z

takiego, ze |z| = 1.
Zadanie 138.
1. Sprawdzi¢, ze funkcja
u(z,y) = 2® —3xy® — 302 +3y° + 20 +y — 1

jest harmoniczna w R2. Wyznaczyé¢, jedli istnieje, taka funkcje harmoniczng v : R? —
R, Ze funkcja f(z + iy) := u(z,y) + iv(x,y) jest holomorficzng funkcja zmiennej
2z = x + iy w calej ptaszczyznie zespolonej C.
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2. Niech D* = {z € C: |z| > 1}. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje harmoniczne u : D* —
R takie, ze u jest niezmiennicza ze wzgledu na obroty, tzn. dla kazdego ¢t € R i dla
kazdego z € D* zachodzi

u(ez) = u(z).

Wskazowka: Niech H = {z € C : Re(z) > 0}. Przeksztalcenie z — exp(z)
przeksztatlca H na D*. Warto rozpatrzy¢ funkcje F' : H — R, okreslona wzorem
F(z) = u(exp(z)). Ponadto, nalezy pamietaé, ze liczbe zespolona z = x + iy
utozsamiamy z punktem (z,y) € R%

Zadanie 139. Prosze rozstrzygnaé, czy dla kazdej funkeji holomorficznej f : C — C
istnieje taka funkcja holomorficzna g : C — C, ze f(z) = sin (¢(z)) dla wszystkich z € C.

Zadanie 140. Niech D = {z € C : |z| < 1} i niech f : D — C bedzie funkcja
holomorficzng. Parami rézne liczby zespolone wq, ws, ws, ... naleza do D oraz lim,— ., w,, =

0. Dlan=1,2,3,... niech
_»f(u%+1)__f(u%)

n — .
Wp41 — Wy

Prosze rozstrzygnac, czy z powyzszych zalozen wynika, ze lim,,—s ., u, = f'(0).

Zadanie 141. Niech D =C\ (-0, 0].

1. Wykazac, ze funkcja u(z, y) = In (z? + y?)+Arg(z+iy), gdzie Arg(z) jest argumentem
liczby zespolonej z lezacym w przedziale (—m, ), jest harmoniczna na zbiorze D.

2. Zmalez¢ taka funkcje holomorficzng f @ D — C, ze u(z,y) = Re(f(x + iy)) dla
wszystkich z = x +1iy € D.

Zadanie 142. Niech f : D(0,1) — C bedzie funkcja holomorficzng. Zatézmy, ze f
przyjmuje wartosci rzeczywiste na odcinkach [0, 1) oraz [0, exp (7iv/2)). Udowodnij, ze f
jest stala.

Zadanie 143. Czy istnieje taka funkcja holomorficzna f : B(0,1) — C, ze dla kazdego

n=1,2,... zachodzi
1 1
)= 9
()

Zadanie 144. (S:E2013) Niech wszystkie pierwiastki wielomianu P, gdzie P(z) =
Z?:o ¢jz 1 ¢, # 0, leza w otwartym dysku jednostkowym D. Wyrazi¢ przez c, ..., c,

caltki P
/ z - (2) dz
oD P(z)

f,7 7

Zadanie 145. (S:E2013) Niech U bedzie obszarem zawierajacym domkniecie D dysku
jednostkowego D, a funkcje f, g € H(U) niech beda takie, ze | f(2)| = |g(2)| dla wszystkich
z € 0D.

oraz

1. Udowodnié, ze jesli f(z) - g(z) # 0 dla wszystkich z € D, to f = ¢ - g dla pewnej
stalej ¢ o module 1.
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2. Dowies¢ tego przy zatozeniu ostabionym do: f(z) - g(z) # 0 dla wszystkich z € D.

Zadanie 146. (S:E2013) Niech funkcja f € H(D), gdzie D jest otwartym dyskiem
jednostkowym, spelia warunek f(D) C D. Dowies¢, ze:

1. Jeslipe Di f(p) =0, to f =b, - g, gdzie by(2) := f_—_g’z dlaz€ D,zas g€ H(D) i
g(D) C D lub g = const.

Wskazowka: Modyfikowaé¢ dowdd lematu Schwarza.

2. Jesli py,...,pn € f71(0) sa rozne, to

71 < TT b ()

dla wszystkich z € D.

Zadanie 147. Prosze rozstrzygnaé, czy istnieje funkcja holomorficzna f : C\ [0, 1] — C,
taka ze (f(2))® = 2z — 22 dla wszystkich z € C\ [0, 1].

Zadanie 148. Niech f : C — C bedzie funkcja holomorficzna taka ze dla kazdego
nieograniczonego podzbioru V' C C obraz f(V') tez jest nicograniczony. Rozstrzygnaé czy
f musi by¢ wielomianem.

Zadanie 149.

1. Niech D = D(0,1) = {z € C: |z| < 1}, i niech g : D — D bedzie przeksztatceniem
holomorficznym réznym od identycznosci. Wykazaé, ze g ma co najwyzej jeden
punkt stalty w D. Podaé¢ przyktad przeksztalcenia holomorficznego g : D — D,
ktore nie ma punktu statego w D.

2. Niech U C C bedzie jednosp6jnym obszarem nie bedgcym cata plaszczyzng. Niech
f : U — U holomorficzne przeksztalcenie rézne od identycznosci. Wykazaé, ze f
ma co najwyzej jeden punkt staly w U.

Zadanie 150. Prosze wyznaczy¢ wszystkie punkty z € C, w ktoérych funkcja f : C — C
dana wzorem
f(z) = |2 +i - Im(z?)

ma rozniczke zespolona.
Zadanie 151. (S:E2025) Na zbiorze Hy = {z € C : Im(z) > 0} okreslmy funkcje

Y : Hy — C wzorem ¢(z) = ¢ — 1. Prosze udowodni¢, ze |1(z)| < |z| dla wszystkich
z € Hy.

Zadanie 152. (S:E2025) Niech U = {z € C : Re(z?) < 1}. Zalozmy, ze funkcje
f:U — Coraz g : U — C sg holomorficzne na zbiorze U, a ponadto dla kazdego
z € U spelniona jest rownosé cos(f(z)) = cos(g(z)). Prosz¢ udowodnié¢, ze

V.ev sin(f(z)) =sin(g(z)) lub V.cpy sin(f(z)) = —sin(g(z)).

Zadanie 153. (S:E2025) Niech D = {2 € C : |z| < 1}, a wiec D = {z € C : |z| < 1},
a takze niech W = {z € C : 1 < |z| < 3}. Zalozmy, ze funkcja f : W — C jest
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holomorficzna na zbiorze W, a jej obraz f(W) zawiera si¢ w dysku . Prosz¢ udowodnic,
ze f'(2) € D. Za wykazanie jedynie tego, ze f'(2) € D, czyli nieco stabszej tezy, mozna
otrzymac do 9 punktow.

Zadanie 154. Prosze udowodni¢, ze jesli P jest wielomianem stopnia 2015 o zespolonych
wspolezynnikach, to funkcja f : C — C zadana wzorem f(z) = P(Z) nie jest holomorficzna.

Zadanie 155. Niech D = {z € C: |z| < 1}. Prosze¢ wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje
holomorficzne ¢ : D — D, ze ¢(2*) = (¢(2))? dla kazdego 2 € D.
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